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Von Pol zu Pol - von Sprung zu Sprung

Eine numerische Reise zu einem analytischen Ziel, S
durchgefiihrt auf dem 77-92/89, bzw. mit DERIVE Aty

Josef Bshm, Wiirmla, T* Austria und DERIVE User Group, nojo.boehmepgv . at

Der Data/Matrix-Editor des 77-89/92 ist ein hervorragendes Werkzeug, um Begriffsbildungen wie
Haufungspunkte, Grenzwerte, Stetigkeit und Differenzierbarkeit zu unterstiitzen. Wie wir sehen wer-
den, kann auch ein sehr intuitiver Zugarlg zu komplexeren Themen wie Kriimmung und Evoluten ge-
funden werden. Einige Schritte kénnen auch mit einem Tabellenlakulationsprogramm durchgefiihrt
werden. Ich vermisse dabei aber bald den gewohnten Umgang mit Funktionen und noch wichtiger, die
Computer Algebra. Es mag sein, dass Spreadsheetspezialisten alle hier angestrebten Ziele auch auf
ihrer Plattform erreichen. Ich bezweifle aber, dass sie die analytische Form einer Ableitung oder gar
einer Evolute so finden kénnen. In diesem Papier wird weitgehend parallel mit dem 77-92/89 und mit
DERIVE gearbeitet. Damit soll erstens beiden Benutzergemeinden gedient werden und sie kénnen sich
wechselseitig informieren, wie’s beim , kleinen Bruder, bzw. der »groflen Schwester” gemacht wird.
Mehr noch méchte ich aber demonstrieren, dass es bei der Durchfiihrung eines Unterrichtskonzepts
nur in zweiter Linie auf das gewihlte Instrument ankommt. Ich selbst habe diesen Zugang zuerst in
meinen 77-Klassen (4. Jg Handelsakademie) genommen und ihn spiter auf DERIVE iibertragen. Jede
andere CAS-Software wiirde sich ebenso gut eignen. Nebenbei erfahren Sie vielleicht manches
Brauchbare {iber den Umgang mit dem 77, bzw. mit DERIVE:

Im Text eingestreut finden sich Hinweise auf Schilleraufgaben, bzw- fragen.
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Wir beginnen mit der Betrachtung einer etwas ausgefal- ||~ f=|zoon|Trace |Rear-aphlathlDr o] -

lenen Funktion. —~
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(Hinweis: ZoomDec und xres=1) _ FiRIN
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Schilerfragen:  Welche Werte fiir x sind nicht in der Definitionsmenge enthalten?
Welche Auffélligkeiten lassen sich am Graphen erkennen?
Welche Antworten lassen sich aus einer geeigneten Wertetabelle ableiten?

Vorgangsweise auf dem 77:

Ich empfehle, die Funktion als f (X ) im Home Screen zu spcichem'. Dann 6ffnen wir ein neues Da-
tenblatt iber den Data/Mat ri x Editor, und benennen dieses Blatt zB als anal ysis.

1  Stetigkeitsuntersuchung an der Stelle x, =3

Y.y noy oy vy Zelle ¢l wird mit dem aktuellen Wert fiir x, belegt

|v {—lPlot, Set,uplCel 1 lHeaderlCalc Util lSt,at. . . . . . .

ORTA [xB= o X0+ax __ [Fixtax) (hier xo = 3). Fiir Spalte ¢2 definieren wir, wie gezeigt
cl 3 c4 . L g . . . .

T 3 L5000 |3.5000 |2,2865 eine beliebige Nullfolge, mit deren Hilfe wir dann in

2 2500 {3.2500 |2, 1450 . .

3 1250 [3.1250 |2.0727 ¢3 eine Folge von x-Werten erzeugen, die sich von

4 0625 |3.0625 |2.0364 . SN ,

5 L8313 [5,0313 |2.0192 rechts der Stelle x, nihert. SchlieBlich kénnen wir

6 0156 [3.0156 [2.0091 i .

7 L0078 __|3.0879_|2.0046 dann in Spalte ¢4 verfolgen, wie die Folge der ent-

= - .
g2=seall €2 n.n.1.10) sprechenden Funktionswerte gegen f{xo) strebt.




4 1 ir di i- 1 fz F3 & Fs, 6
Die Eintrige in der Kopfzelle (Header) fiir diese bei rv 010t SetuplCol 1 Hen derlCalc|uis 1T55,’at]
den Spalten lauten: OATR [xB%ax __[FCx¥ax) [x0-ax_ [F (xB=ax)
c3 cd c5
é é.goaz 2.28685 |2.5000 |1.7045
. . .2500 _[2.1456 [2.7500 [1.8533
Firc3:  clf1l]+c2und 3 [3i1250 |z.0727 |2.8756 [1.9269°
fircd: f(c3) 4 [3.8625 [2.0364 |2.9375 . 9635
5 [E.6315 [2.0182 2.9688 [1.9918
6 [3.5156 [2.0051 |2.9844 [1.9900
) ) . _ . 7 [3.0078 [2.0046 [2.9922 |1.9954
(Die eckigen Klammem [ i ] fixieren das Element in der ch=f<chy
MAIN DEG AUTO FUNC

Zeile 1 der angegebenen Spalte)

In den Spalten ¢5 und ¢6 wird auf gleiche Weise die Anndherung von links erzeugt.

Schiilerauftrége:

Waéhle eine beliebige andere Nullfolge und beobachte die Geschwindigkeit der
Ann&herung an eine feste Stelle. Welche Nullfolgen ,arbeiten” langsam und
welche schnell?

Wechsle auch die zu untersuchende Stelle x, und formuliere das Ergebnis all-
gemein.

In einem letzten Schritt verallgemeinere auch die Stelle x, = t. (Wéhle nicht x,
als Variable, denn das kénnte bei aiteren TI-Modellen zu kompletten Abstiir-
zen fiihren). Ubertrage die jeweils ,letzten Funktionswerte in den Home
Screen. (Mit (#][T] kannst du den markierten Zelleninhalt in die Zwischenabla-
ge Ubertragen und mit [¢JV} im Home Screen wieder abrufen).

Was erwartest du als Ergebnis?

Arbeite mit einer anderen Funktion deiner Wahl (Polynomfunktion, Exponen-
tialfunktion, Winkelfunktion, ....) und fithre eine analoge Untersuchungsreihe
durch.

Dokumentiere dabei genau deine Vorgangsweise.

Mit den graphischen Méglichkeiten kdnnen wir nun den Prozess visualisieren und damit besser
begreiflich machen.

Zusitzlich zum Funktionsgraphen (y1(x) wird im [Y=]-Editor mit f(X) belegt) werden die
durch die Spalten ¢3 und c4, bzw. ¢5 und c6 definierten Punkte auf dem Graphen gezeichnet.

Die entstehenden

Punktfolgen sind dann im [GRAPH]-Fenster zu bewundern. Mit Hilfe der

ZoomBox vergrofiern wir den interessanten Ausschnitt und erhalten eine gute Vorstellung ei-

nes Haufungspunktes.
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Unterschiedliche Folgen mit mehr oder weni-
ger Elementen fihren zu intensiveren Darstel-
lungen.

Wie sieht die Punktwolke aus, die aus einer
alternierenden Nulifolge entsteht?
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Nun wird zu einer der Stellen gewechselt, die von der Definitionsmenge ausgenommen wurden:

2 Stetigkeitsuntersuchung an der Stelle x;, = -3

(FiomoY . Fe. . YL Y fv T Ve v 5 AR AR AR IR ok AR
“2P1ot’ Setup|cellHeader|Calc Ut stat) [~ 2P 10t Setup|cel 1 He ader|c a1 Ut T 1 [Shat)
PATR [x(= X, X0+ax flxtax) ORTR [+ ax Fixtax) [xD-ax Fi{x0—ax)
cl c3 cd c3 c4 [ ch
T3 1000 |-2.9000 | -30.4500 T |-2.9995 | -30000.5]-3. 0001 [25555.50
2 0100 =5, 5900 |-300, 495 5 [3.0000 |-200000.]-3. 0000 595555 5
3 L0010 |~2.9956 |~3000, 50 6 |[-3.0000 |-3.000e8] 3. 0000 [3999599
4 0001 [-2.5999 |-S500Q0.5 7 [G.eemo 3.0 : 3 Goo0ey
5 . DOOE 5[ -3, 0000 | -300000. 8 [-5.0000 s 3. QODDED
6 - 000¢ -6 -3. 000 | -%.000e8] | . s [Eioemo =m0 X 0000eS
7 - D00E -7 -3. 0000 | -3. 000E7 10 [-5.0008 = :
‘02 seq(C.1>*n.n_1.1080) Br10c6=29999999999 .5
DEG RUTT FUMC MalN DEG AUTOD FUNC

Die Ergebnisse in den Spalten ¢4 und ¢6 sind sehr aufschlussreich!

3 Stetigkeitsuntersuchung an der Stelle x, = 4,5

F2 F3 [£] FS FE6v F? 1 Fz F3 F4 FS Fhv F?
2P 1ot Setup|call Header[Cal cJUtil ot at [ P10t Setup|Cal 1 He arer o ml JUbT1 [stat]
BRTA |v()= ax, %xB+ax fixtax) PATA  [wD+ax fix+ax) [xh-ax fixO-ax)
cl c3 cd c3 c4 ] chb
1 [4.5000 5.5000 |4, 1029 4 [4.7500 [3.7621 [4.2500 [2.7110
2 72 5.0000__|3.8750 5 [4.7000 [3.7396 [4.3000 |2.7390
3 73 4.8335_ 13.7996 6 [4.8667 [3.7246 |4.3333 |2.7576
4 74 4.7500 [3.7621 7 |4.6425 |2.7140_|4.3571 ]2.7708
5 75 4,7000  |3.7396 8 [4.6250 |3.7059 [4.3750 |2.7907
6 76 4.6667 _|3.7246 9 [4.A111 [3.6997 [4.3889 |2.7884
7 o 4.6425 |3.7140 10 [4.6080 |3.6947 [4. 4ecm_
c2= seg(i/n,n.i,iﬂ) ) Eriﬁcs 2.7945945945946
MAIN G AUTD FUNC DEG AUYD FUNC

Schiilerauftrag:

Diskutiere die Ergebnisse in den Spalten c4 und c6. Andere auch hier die Nullfolge in c2.
Erzeuge eine graphische Darstellung.

4 Die letzte interessante Stelle ist wohl x; =2

F3 4 F5 F6v Y_F7 17| Fev Fsv Y FEv i
[F P10t Setup|caliHeader ot clutin [stat) v #==zoon|Tr ace [ResraphlMathlDrau]« ¢ |
DATR | x(+ax fixtax) [xB-ax Fix0-ax} 1.
c3 cd cS cb
4 2.0033 . 4024 . 2961 23376
5 2.0016 . 4010 . 9934 . 3990
& 2. 0008 - 4603 . 9992 . 3995
7 2.0004 - 4003 . 9996 . 3997
8 2,0002 . 4802 . 3998 . 3998
3 2.90002 . 400 . 3393 , 3399
10 [2.000 . 400 REEEE
= K XCi2.0080 Sl
ﬁnl;«i Dcb=1 3‘3?37?3799973": HATR DEG ABTD FONE

F5v Y _F&v 53
Zoon|Trace Regraph Math|Drawl~ / i

1 Schilerauftrag:

Interpretiere alle Informationen, die du
aus dem Bild herauslesen kannst.

(Auch eine nicht erscheinende Zahl ist
eine Information).
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Schiilerauftrag:
Fasse vorerst mit eigenen Worten zusammen: _

Wann ist eine Funktion an einer Stelle x, stetig? e

Welche Arten von Unstetigkeit kannst du unterscheiden? Wie du3ern sich diese in einer Wertetabelle?
Wie stellen sich diese am Graphen dar?

Schileraufgaben:
Konstruiere eine Funktion mit 2 Polstellen.

Konstruiere eine Funktion mit 2 Sbrungstellen.

Konstruiere eine Funktion, mit 2 hebbaren Unstetigkeitsstellen.

Die Stetigkeit kann mehr oder weniger erfolgreich auch mit einer Tabellenkalkulaiton untersucht wer-
den. Ungliicklicherweise wird aber oft bereits der Graph zu Missverstindnissen fithren. Fairerweise
muss aber gesagt werden, dass man auch auf dem 77 bei einer ungeschickten Wahl der [WINDOW]-Werte
Ergebnisse wie diese vorfinden kann.

s
)

? x-values woralues
%smm 61D
:i A9 3515773
FINCREMENT: 0.1 A8 345882953

EANEE Ly
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Vergleiche die Funktionswerte flir die Stellen x = -3, 2 und 4,5. Da passiert nun schon einiges.

43 27390411 » - 18 1,275
44 279459459 -3, . 19 13377551

'3,1 29,45 2 14
45 285 ,
46 369473684 -3 1,4686E+14 21 1,46176471
47 373961039 -2.9 -30.45 2,2 1,52307692

Fiir x = -3 ergibt sich ein seltsamer Funktionswert, an der Stelle x = 2 ist keine Spur von einer Unste-
tigkeit zu merken und fiir x = 4,5 wird in vorauseilendem Gehorsam bereits das arithmetische Mittel
aus der links- und rechtsseitigen Annidherung genommen!

Wir versuchen mit der Tabellenkalkulation eine dhnliche Vorgangsweise wie auf dem symbolischen
Taschenrechner.




Verhalten an der Stelle x, = —3:

n Ax = 0.5*n

15 3,0518E-05
16 1,56259E-05
17 7,6294E-06
18 3,8147E-06
19 1,9073E-06
20 9,5367E-07

und an der Stelle x, = 2:

n Ax = 0.5n.
16 1,5259E-05
17 7,6294E-06
18 3,8147E-06
19 1,9073E-06
20 9,6367E-07

und schlieBlich fir x, = 4,5:

n Ax=0.5"n

16 1,5259E-05
17 7,6294E-06
18 3,8147E-06
19 1,9073E-06
20 9,5367E-07

Xo + AX
-2,99996948
-2,99998474
-2,99999237
-2,99999619
-2,99999809
-2,99999905

Xo + Ax
2,00001526
2,00000763
2,00000381
2,00000191
2,00000095

Xo + Ax
4,50001526
4,50000763
4,50000381
4,50000191
4,50000095

f(Xo + AX)
-98304,5
-196608,5
-393216,5
-786432,5
-1572864,5
-3145728,5

f(Xo + AX)

1,40000946
1,40000473
1,40000237
1,40000118
1,40000059

f(xo + Ax)
3,65000682
3,65000341

3,6500017
3,65000085
3,65000043

Xo =~ AX
-3,00003052
-3,00001526
-3,00000763
-3,00000381
-3,00000191
-3,00000095

Xo - AX
1,99998474
1,99999237
1,99999619
1,99999809
1,99999905

Xo = Ax
4,49998474
4,49999237
4,49999619
4,49999809
4,49999905

f(Xo - AX)
98303,5
196607,5
393215,5
786431,5
1572863,5
3145727.,5

f(XQ - AX)

1,39999054
1,39999527
1,39999763
1,39999882
1,39999941

f(xo - Ax)

2,84999156
2,84999578
2,84999789
2,84999894
2,84999947

Wenn wir eine andere Folge fiir die Ax verwenden, dann finden wir eine ,, Konvergenz” gegen den
Mittelwert aus den letzten links- und rechtsseitigen Funktionswerten.!

1E-14 4,5 3,65 45 2,85
1E-15 4,5 3,65 45 2,85
1E-16 4,5 3,25 4,5 3,25
1E-17 45 3,25 4,5 3,25
Die graphische Darstellung ist recht ordentlich.:
4
: L
-e ®
3,5
3 —
s * -
2,5 +—2— . ; .
39 41 43 45 47 49 51

Die Arbeit mit DERIVE unterscheidet nur insofern von der Durchfithrung am 77, dass hier der Da-
ta/Matrix-Editor nicht verfiigbar ist. Dafiir verwendet man den VECTOR, bzw. in der letzten Ver-
sion den TABLES - Befehl.

%




Die Wertetabelle ergibt sich aus:

x - 4 3-SIGN(2-x - 9)

F{x) == + e

2-x - 4 x + 3 T

mit dem Befehl TABLE([£(x)], x, -4, 5, 0.5)

-4 2 - . . .
-3.5 5.2 Beachte die Ergebnisse an den ,,interessanten Stellen!
- 3 im ’
-2.5 -6.2 g . . . .
-2 -3 Fiir die Anndherung entwickelt man am besten gemeinsam mit
-1 i 5 -1 i 7 den Schiilen eine méglichst allgemeine Funktion, in der man
-0.5 -0.45 dann nach Belieben die Funktion £, die zu untersuchende
005 0 29 Stelle x0, die Nullfolge u (in Abhingigkeit von n), Anfangs-
115 0. Z5 und Endwert fiir n und dessen Schrittweite step als Parameter
2 2 anzugeben hat. Das koénnte dann so aussehen:
2.5 1.7
3 2
3.5 2.2 appr (f_, x0, u, start, end, step) :=
4 2.5 VECTOR ( [x0 + u, SUBST(f_ , x, x0 + u)], n,
4.5 0.4 + 3.2 -
5 3.8 J start, end, step)
1 1
appr | f{x), 3, —,. 1. 58, 1 und appr [f{x), 3, - —, 1, 5B, 1

n n

ergeben dann mit den entsprechenden VergroBerungen auch sehr deutliche und ansprechende Darstel-
lungen eines Hiaufungspunktes.

. 1,
//' // /[29331 1,9839)
7 - .

Eine weitere Funktion appr_both(f_, x0, u, start, end, step) liefert die Tabelle fiir
links- und rechtsseitige Anndherung. Siehe das folgende Beispiel:

xnp
f{xnpr)
appr_both(f_. xB. u, start, end, step) := APPEND 1 ‘., UECTOR([x8 + u,
xn

f{xnl)

SUBST{(f_. >, xB + u), x8 — u, SUBST({f_. x. xB — u)]. n., start, end. step)




-7 -

Die Eingabe dieser Funktionen ist natiirlich schon etwas miihselig fiir Ungeiibte, daher wiirde ich sie

den Schiilern in einer Hilfsdatei zur Verfiigung stellen, begleitet von einer »Gebrauchsanweisung®.

Im Anschluf} an diesen Aufsatz finden sich alle Hilfsfunktionen zum ,,Abtippen“. Die entsprechende
Datei kann vom Autor gerne erhalten werden. (email oder Anruf geniigt). . h\, R
Sehen wir uns die Anwendung dieser Funktion an der Stelle x, = -3 an: |

xnp f(xn1r) xnl f{xnl)

) -2.99 -3872.4 -3 3871.4

-2.99% -12288.4 -3 12287.4

- -2.99 -49152 .4 -3 49151 .4

appr_hoth{f{x). -3. B.Sn, 18, 24, 2y = | -2.99 -1966688.4 -3 196687.4

-2.99 -786432.4 -3 786431 .4
-2.99 -3145728.4 -3 3145727 .4
—2.99 -12582912.4 -3 12582911 .4
| -2.99 -5B331648.4 -3 56331647.4 |

f 16 - Die Grafik kann nun leicht um die senkrechte Asymptote er-
* } weitert werden.

Sprungstelle und hebbare Unstetigkeit werden in derselben

/ l2 / . Weise behandelt.

N ’-/
/ A Schilerauftrag:
5

Wie kann man die Unstetigkeit beheben? Definiere die
R 1 . Funktion so, dass in der Wertetabelle kein ? mehr auf-
taucht!

Antwort: fnew (x) := If(x=2,7/5,f(x))

l-g }
) ) fnew(x) ==
erscheint dann so am Schirm: If ; ; 2

/’

£

Auch hier 148t sich mit Funktionen und Folgen aller Art experimentieren und schlieBlich zu einer letz-
ten Verallgemeinerung schreiten.

1
appr_both[SIN(3-x), x8, ——5—. 5. 25. 5

n

xnp f{xnr) xnl f{xnl) ]
x@ + B.0A8 SIN(3-x@ + B.824) x8 — A.888 SIN(3-xB - B.024)
x@ + 8.6681 SIN(3-xB + BA.AA3) xB — 8.081 SIN(3-xB — B8.883)

x8 + 8.68829 SIN(3-x@ + 0.86888) x@ - @.80029 SIN{(3-x8 - @.00088)
x8 + B.p8012 SIN{3-xB + B.9AAB37) x0 - @.80012 SIN{3-x8 - B.88837)

- -5
| xB8 + 6.4-18 SIN(Z-xB + A.08819) x0 - 6.4-108 SIN(3-xB - B.0A019) |




SIN(x) n
appr_both|———_ 8, 8.2 ., 7, 18, 1
X
» £ » 1 f 1) ] sin x oS
xn Ganr) xn Cald 1 o = hat an der Stelle xo = 0 ein
-5 -5
1.2-18 8.99 -1.2-18 8.39 merkwiirdiges Verhalten, das sich auch so
-6 -6 leicht untersuchen 148t.!
2.5-18 A.%9 - 2.5-18 a.99
-7 -7 ,
5.1-18 8.99 - 5.1-18 a.99
=7 . s
1-168 a.929 -1-18 a.29
5 Ein numerischer Zugang zur momentanen Anderungsrate

Wir kehren zuriick zur ,,handheld technology®, zum T7.

Es ist nun sehr einfach, die bereits vorhandene Tabelle fiir das tiefere Eindringen in die Analysis aus-
zubauen. Wir miissen ein paar Spalten , zuerst fiir die absoluten Anderungen und dann fiir die durch-
schnittlichen Anderungsraten wiederum von beiden Seiten anfligen. In der Klasse wird man natiirlich

mit einer bekannten Funktion beginnen (Parabel, Kurve 3.Grades und warum nicht mit einer linearen
Funktion).

Dann bedienen wir uns einer anderen , kiinstlichen” Kurve. Wer kennt nicht die "MM - Kurve"?

o+ (8]

X0 = 0:
I‘Fx T 2 T F3 T 4 T FS T rsvT F?
idsr Zids e va Plot Setup|Cell|Header|Calclutil Stat.l
. rs.af/axlls. DATR 5. af rs.of/ax|ls.af 1s.afax
c? c8 c? c8 c9 cig
4 -.0615 [-.9844 0156 4 -. 1240 -1.9844 |.1240 . 9844
5 -.0310 }-,9922 - 0078 5 - 0623 -1.9922 |.0623 . 9922
6 -.0156 [-.9961 - 0039 6 -.0312 1-1.9961 [.0312 9961
7 -.0A78  |-.9380 0020 7 -.0156 |-1.9980 [.0156 . 9980
8 -.0039 1-.3390 .0010 2 -.0078 1-1,9990 |.0078 . 9930
9 -. 8020 [-.9995 . 0005 9 -.0039 _ [-1.9995 |.BO33 , 9995
10 [-.0010 |-.9998 . 0002 186 [-.0020 |-1.9998 {.8020
c?=c4—f(cil1])> Brifci0=1.9997558593536
[aIN DEG AUTO FUNC AN DEG aUTD FUNC

In Spalte ¢7 findet sich die rechtsseitige Differenz der Funktionswerte (= absolute Anderung) und

daneben der Quotient aus ¢7 und c2, der natiirlich nichts anderes ist als der (rechtsseitige) Differen-
zenquotient.

Schilerauftrag:

Ergénze die Tabelle um die néchsten beiden Spalten, sodass auch der linksseitige Differenzenquo-
tient ausgewiesen wird. Beachte die Vorzeichen.
Uberpriife die Ergebnisse anhand einer einfachen Funktion durch handisches Nachrechnen.

Kannst du einen Untersched im Verhalten der Anderungsraten in den beiden Stellen erkennen?

Wie kénnte sich das auf die Gestalt des Graphen auswirken?
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Wir kénnen die vorliegenden Listen der momentanen Anderungsraten (in den Spalten ¢8 und c10)
dazu beniitzen, um die entsprechende Folge der Sekanten zeichnen zu lassen:

. : . ,{,}.’"\':
Schtilerauftrag: R i

Wiederhole die Punkt-Richtungsform der Geraden!

Zuerst an der ,,guten” Stelle xo = 2:

] ’ hd 22 Zoon|Trace Regraph Matrh Drawi~ ;7 HH ]

yli= f‘(x)
vy12=k-(x —(analusis[1[1]) + f((analusish
vy13=k-(x - (analysis[1[1]) + f({(analysis|p

e ‘ \ e
yl6=

vi2G00=.11>2[11>1 k= ana1931s[8]

MAIN RAD ALTD MAIN RAD ALTO FUNC

Verwende dir Werte der Tabelle um
eine Sekantenschar zu erzeugen

Anndherung von links

1 Fov
- ;!-j 2oom Trace Regraph Math|Draw|~

/ g;i:s

MAaiN RAD AUTD FUNC MAIN
Annédherung von rechts

RAD ALTO FUNC
beide Geradenscharen

Die Geradenscharen erhilt man direkt auf die folgende Weise:

kx(x-analysis[1J[11)+f(anaysis[1]1[1]) |

k analysis[81], bzw.
kx(x-analysis[11[1])+f(anaysis{13[1]) | k

analysis[8]

1]

Dieser Ausdruck 14Bt sich direkt als eine Funktion in den [Y=]-Editor schreiben (zeichnet dann sehr
langsam, bleibt aber allgemein) oder zuerst im Home Screen auswerten und das Ergebnis in den Funk-
tioneneditor speichern (zeichnet schnell, muB aber bei jeder Anderung wiederholt werden).

Schilerauftrag:

Verwende verschiedene Folgen, fir eine Annéherung an die Stelle x,. Ist die Funktion an dieser Stelle
stetig?

Erzeuge die links- und rechtsseitige Sekantenscharen und beurteile deren Endverhalten.
Kannst du nun den Verlauf der Tangente im Punkt (0|4) voraussagen?
Kannst Du den Kurvenverlauf (iberhaupt voraussagen?

1 Fev . F3 & FSw Y _FGv F7 T
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Die Definition der Differnzierbarkeit sagt aber doch aus, dass ein stabiler Wert fiir die momentane

Anderungsrate fiir jede beliebige Nullfolge erreicht werden muss, und dass dieser Wert immer dersel-

be sein muss. So erzeugen wir eine ,,Zufalls-Nullfolge*. Sowohl in DERIVE als auch beim 77 gibt es
eine Funktion, die eine Zufallszahl zwischen 0 und 1 erzeugt (RANDOM (1), bzw. rand()). Danit’
ergibt 1 - 2*RANDOM(1) (oder 1 - 2%rand()) eine Zufallszahl zwischen —~1 und +1 und wir

konnen leicht eine Folge erzeugen, die je nach dem Wert dieser Zahl eine positive oder eine alternie-

rende Nullfolge erzeugen wird! Die Zufallsfolge kénnte dann am T7 so definiert werden:

seq((1 - 2*xrand())*n,n,a_,b_)—>seq_r(a_,b_)

Wir testen dieser Funktion aber erst, bevor wir sie wirklich einsetzen:

oy T (e e 77— Da diirfte aber etwas nicht stimmen, denn die 2. und 3.
Iv {—Ingebra Calc!Dther‘IPr‘gnIOlClean Upl

mseal(L - 2-rand0)", N a_, b) » seq_rca. P Elemente der Folgen sind offensichtlich nicht die Quadra-
. sear(l,5) Dorel te, bzw. Kuben des jeweiligen Startelements. Der Grund
. Seq_r&g) .93 4.14e76 1.35e-3  .853| liegt darin, dass der Rechner fiir jedes Folgenelement eine

¢-.23 .38 3.78e~4 3.83c-3 4.0%:-3| neue Zufallszahl erzeugt. Um dem abzuhelfen, miissen wir
meeartl:d s 11 t.65e-5 1.97e-73| eine etwas groBere Funktion iiber den Programmeditor

q._r(l .0
MA

IN RAD_AUTA FUNC 4730 erzcugen'

Wir legen die Zufallsvariable als lokale Variable r_ ab und dann funktioniert die Sache. Um ganz

flexibel zu sein, wird mit s__ zufillig +1 oder -1 erzeugt und damit erreichen wir auch konstant nega-
tive Nullfolgen, wie der nichste Testlauf zeigt.

s 53 FrvYFav)_ FS Fiv 1 I’ Fer T F3v T 3 T FE T FEY
[v ‘E Cont;ol I/0Var|Find.. Mohde ] v a ngébr‘a Calc[0ther|PrgmI0iClean Upm

tgeqrla_,b_)

:Func " seqr(l,3)

:Locg%):_,v_,s_ €.4875 .2376 .1158 .0565 .02752
trand(or. " seqr(l,S)

 Semis e R b (-.2225  -.0497 -.0111 -.0025 -.0f
tEndFunc

% seqr(l,5)
{-.4206 .1769 -.0744 .0313 -.013)
®seqr(l, )

{.2447 .0599 .0146 .0036 ,0009>
seqr{l 5]

RAD AUTO FUNC MaiN KRD RUTO FUNC 11/30

3|
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Schilerauftrag (eventuell Gruppenarbeit):

Versuche eine Vorschrift zu finden, die zuféllig eine Nullfolge mit einem rational gebrochenen folgen-
bildenden Term erzeugt.

Wir iibertragen diese spezielle Folge in unsere Tabelle. Bei jeder Neuberechnung wird eine andere
Zufallsfolge erzeugt. Zufdllig habe ich gleich eine alternierende Folge erhalten.

Im ersten Fall erkennt man wieder den Wert von ca —1, wihrend im zweiten Fall fiir die Stelle x, =0

schon die Betrachtung der einer Spalte mit den Anderungsraten ein verzweifeltes Hin- und Hersprin-
gen zwischen +2 und -2 offenbart.

Yy FS Fav F7 i F2 F3 Fy4 F& Fﬁ_v F?
(2 2P 10t Setup|cal 1 Header calcubit[stat [* £2]P10t Setup|cel 1 Header|calcfubi [sat

DATA [0 |ax #Q+ax F{xO+ax) DATA s, of rs.af’ax[ls, af 1s.af 7ax]
cl cZ c3 c4 c? c8 9 cli@
1_h.4343 2.4343 1.6129 1 -.3871 |-.8914 |.4814 -1.1086

2 -.1886_[i.8114 [1.1975 2 [L1975 -1.6471 |-.1797 [-.9529
3 L0819 2.0819 [.9198 3 [.0802 [-.5795 |.0836 -1.0285
4 - 0256 [1.9644 |1.0259 4 [[0353 -1.6089 |-.0352 _[-.9911
5 L0154 |2.6154 |.9846 5 (-.0154 [-.9961 |.0155 -1.6039
6 - 0067 [1.9933  |1.0067 6 [L0067 -1.6017 [-.0067 [-.9983

7 L0029 [2.0029  |.9971 7 [-.0025 [-.9933 [.0629

rici=2 Br7c10="1.0007279823101

MalN RAD ANTO FUNC MAiN RAD AUTD FURC




r {—-]Plot SetuplCel 1 lHeader‘ ICalc,lUt,l 1 St,at
AT |51 x0+ax £ CxO+ax?
ci c2 c3 cd

1 -.0939 [-,0939 [3.8143
2 . 0088 . 0088 3.9824
3 -.0BE8  {-.0008  [3.9983
4 7.784e-5]7. 784 -5[3. 9398
S -7.31e-6l-7. 31 "6[4.0800
6 6.868€ -7|6.868E ~7|4. 0008
7 -6.45€e -8} -6.45¢ -8[4. 0000
rici=0
MAIN RAD ALTO FUNC
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r {-—-lF‘lot Setup Cel 1 !Head:-r‘ CalclUtl 1 ISt,at!
DATA |xf—ax fl0-axdrs. of rs.af7ax

55 cb c’ c8
1 - B0939 3.8143 -. 1857 [1.9765
2 -.0088 [3.9824 -.Bi76 |-1.9978 )
3 - DOO8 3.9983 -.0617  [1.9993 S
4 -7.78e-5[3.9998 1-.000Z |-2.0000 S
3 7.312e-€]4.09008 1-1.46€-5|2. 5400
6 -6, 87e-7(4.0008 |-1.37e -6 -2.0000
7 6.451e-8/4.0000 |} -1.23e-7
Br7c8=2.0000013937097
MAIN RAD AUTD FUNC

Wir wenden uns wieder DERIVE-zu und zeigen ein Programm, das das selbe leistet wie die T1I-

Funktion inklusive der Ausgabe der Tabelle.

diff _rnd(f_, xB, sta. end, step, dx, k_, s_) :=

Prog
l'_

= RANDOM(1)

= RANDOM(2)

dx

= UECTOR(s p)
RPPEND(["GX", VE (xB+Ax)— f(xB)"' "(f(x8+ax) f(xB})/ﬁx"] » VECTOR( [dxik_.

{1 - 2-» )"k

sta, end, ste

SUBST(f_. x, x@ + dxlk_ ) — SUBST(f_. x. xB). (SUBST(f_. x. xB + dxik_) — SUBST(f_,

x, x@))/dxdk_]. k_. sta, end, step))

(Ein Hinweis: wihrend rand(2) am 77 zufillig entweder 1 oder 2 erzeugt, generiert DERIVE mit
random (2) eine Zufallszahl aus {0,1})

diff_rnd[[

Ax
-B.334542
0.111918

-0.8374415

8.8125258
-0.80419041

8.801468187
-B.888468985
B8.8801568%5

-5
- 5.24882-168

-5
1.75595-18

2
- 2| - 8.1, 18, 1

f{xB+aAx)—£ {xB)

-8.641105
-8.228786
-8.8745326
-B.0250123
-0.08837643
-6.688288325
-8.888237716
—B8.880313785

—-0.080184975

-5
- 3.51199-14

CE(xB+AXY—F(xB) ) B T
1.91636
-1.97262
1.99863
-1.79686
1.99895
-1.99%64
1.99988
-1.9999%

1.99928

-1.99999

Die Untersuchung des Verhaltens der Anderungsrate 148t sich mit DERIVE ahnlich durchfithren. Man
muss natiirlich wieder fiir die Ausgabe in Tabellenform geeignete Funktionen definieren.




- 12 -

diff_sh( ) zeigt (shows) mit den gleichen Parametern wie appr both( ) die Ergebnisse fiir
die Anderungsraten. slopes ( ) liefert nur die Anstiege aus der 2. und 3. Spalte, wobei die Funktion
REST ( ) die erste Zeile unberticksichtigt 148t. Damit kdnnen wir leicht die Sekantenscharen zeich-

JELEAN

nen lassen. T

Ix} 2 n
diff_sh - 2| .8, 8.5, 8, 18, 1
Ax (F(xB+ax)— £ {x@) ) 8x {f(xB)—f (xB-8x))/0x

B8.8a39 -1.99 ' 1.99
#.88195 . —1.99 1.99
8.088976 -2 2

Ix| 2 10

slopes == diff_sh ——5—~ - 21 . 08, » 1, 28, 1
n

tangr := UECTOR{(y
tangl = UECTOR{y

m_-x + 4, m_. REST{(slopes COL 2))
m_-x + 4, m_, REST{slopes COL 3))

Schilerauftrag:

Erzeuge die vollstdndige ,Tangente® als abschnittsweise definierte Funktion und liberlege, wie der
Funktionsgraph aussehen kénnte.

tangent = JF{x < B, 4 + 2-x, IPF(x > 8. 4 - 2-x, 7))




6 Eine entscheidende Verallgemeinerung

Die Anderungsrate wird auch Differenzenquotient genannt, und wenn es eine eindeutige momentane

Anderungsrate gibt, dann bezeichnet man diese in der Mathematik auch als Differentialquotient. Dafir-
gibt es spéter noch eine exakte Erklarung. '

Schiilerauftrag (eventuell Gruppenarbeit):

Verwende zwei Polynomfunktionen (bis maximal 4. Grades, davon eine mit ganzen und eine mit nicht
zu komplizierten, aber doch rationalen Koeffizienten) und suche die momentane Anderungsrate an
zumindest 3 Stellen. Tritt dabei eine Stelle auf, von der du sagen kannst, dass es offensichtlich keinen
eindeutigen Differentialquotienten zu geben scheint?

Um eine allgemeine Aussage Uber diesen ,Differentialquotienten” zu erhalten, ersetze bei beiden
Funktionen die zu untersuchende Stelle durch eine Variable. (Um mit keinen der bisher verwendeten
Variablen in Konflikt zu geraten, nimm fir x, = t).

Wie lauten die Ergebnisse?

Sammelt Eure Resultate in einer Tabelle, in der ihr Funktion und Differentialquotienten gegentiber-
stellt.

Kénnt ihr einen Zusammenhang zwischen der gegebenen Funktion und der ,Formel* fiir den Differen-
tialquotienten entdecken?

3 2
. . : . s x 3x
Diese Untersuchung wird nun exemplarisch mit der Funktion f(x) = — 5 + X
Fiige in einer weiteren Spalte das ausmultiplizierte Er- [L‘ﬂ|p1.3t"56tup|g?1 1[Heaner|cal c[uth [shat
. DATR i
gebnis aus ¢8 oder c10 an. Coeaffaxlo.of e ol e ey
T [-.3750% ], 0750%L..| -, 3750%.| . 3750%..
2 [T 3756%.[. 0150t [~. 3750%. | . 3750
3 [C3750%.]. 0030, -, 3750, . 3750%.
- s o die  [4 [Ci3ro0k.. 000EHL.[ . 3P5E%.| . 750k,
Kopiere den Inhalt von Zelle r18cl1l uber(¢]J[C] indie |3 =508t o treSo20mt = 3030%
. : . : 6 [C.3750%.[2.4000c.] . SP50%.] . 3750
Zwischenablage und dann im Home Screen wieder mit 7 5o |4 oote [ srson g
[¢] [Vlin die Eingabezeile. cll=expand{(c1B?
MAIN RAD AUTQ FUKC

® -.375 42 + 1.5000000000375 - t - 7.5000000

2 F! Fav P
[+ £2P 10t Setuplcel [Hesder [oa1c[utT [stat ~.375:42 + 1,500t ~ 7.500¢ 11
SATA |rs.afZax|ls.af  |1S,afoxlexpandi., . DR0375%t -7 .5000000001249 11

c8 [5) clo cli MRIN RAD RFFROX FUNC 573G
T |-.3750%.]. O0DGWL. | -. 3750%.] -. 3750% ] -
5 [.3750%.].D001%t,.| . S750%.] . 3750k,
§  |ldpn{gdBiaeu e 2rgh L ST | Auf slteren TI-Modellen 14Bt sich der Zelleninhalt nicht
S [laineeoiiiea SR I000d | mit Copy & Paste tibertragen. In diesem Fall wechsle in
10 [*.3750%..]3. 54006, . S750... d S :
en Home Screen und hole dirmit analysis{11]1[10]

Bri0cii="_375%%t~2+1 .500000038.. y
LR KéD AITE FUNC das 10. Element der 11. Spalte her.

Beschreibe auch die , letzten” Elemente in den Spalten ¢4 und ¢6 — wiederhole dabei die Stetigkeits-
untersuchung. Wechsle auch immer wieder die Nullfolgen in Spalte c2.

Der letzte Teil der Formel fiir den Differenzenquotienten (— 7.5 * 10™") ist so klein, dass man ihn
vernachldssigen darf. Wie heif3t dann das Ergebnis?

Und wie sieht das in DERIVE aus? Natiirlich genauso!



3 2
3-x
fF(x) = — +
RN
n —
ERPAND(diff_sh{f{x). x. 8.1 . 19, 28, 1)) -
Ax (£ (xB+AX)—Ff {xB))>/Ax (F (@) —F {(xB-Ax))/Bx
-19 2 -20 2 -20
10 - B.375-x + 1.49-x + ?7.49-19 -8.375-x +1.5-x - 7.5-18
-28 2 - =21 2 -21
10 - B0.375-x +1.49-x + 7.49-18 -B8.375'x +1.5-x - 7.5-18

-

Schillerauftrag (eventuell Gruppenarbeit):
Suche fiir die dir bekannten Funktionstypen allféllige Formeln fiir den Differentialquotienten!

Winkelfunktionen, Exponentialfunktion, Logarithmusfunktion, einfache zusammengesetzte Funktionen,
Wurzelfunktion, gebrochen rationale Funktionen,

Einige Beispiele: Wir suchen niherungsweise den Differentialquotienten fiir f{x) = sin x

1 Fe F3 Fy FS FEY F? 1 fev F3v Fyv Fs g
[F 2P 1ot Setupcell]Henter|calc Ut |stat) [* R gebralcatc otherPronofciean us| |
BATA  |xD—ax fixO-axi|rs.of rs.sf Zax
cS cb c? c8
£-.0038. |sinct-, lsincCt+. 256,000,
t-.0819. |sintt~. [sindt+. . |512.000.
t-.0009. lsint—. . [sin(t+,..

1

2

2 ® 1024, -(sinCt + 9. 765625€ -4) - 5in(t))

: 1024,000000-(sin(t + . 000977 - sin(L))
6

7

7]

® tExpand(1024. -(sin(t + 9. 765625 -4) - siip

1.000800 cos(t) ~ . 000488 - sin(t)
r3c8=1024 . %(sin<t+9.765625E .. tExpand{ans (1))
MAIN

MaiN RAD ALTD FUNE KAD AUTD FUNC 2730

Wie lautet das Ergebnis?

Mit DERIVE gibt’s anfinglich Schwierigkeiten, da die Genauigkeit erh6ht werden muss:
n
#58: diff _sh{SIN{x). x, 8.1 ., 8, 18, 1)

[ Bx (E{xB+8)}—F(xB) ) x (£ (xB)—F {xB-Ax)) Ax ]
-8
18 (5] )
#59: -9
16 (5] a
-18
| 18 B 8

#68: PrecisionDigits := 48
#61: MNotationDigits := 6

Ax {E(xB+Ax)—F {(xB) )/ Ax (F (xB)—f (xB-0Bx))/8x
168 B.2929299 -SIN(x + 1.5787%) - B.99999%2 -SIN(x — 1.57879)
#e2: -9
18 8.992992 -SIN(x + 1.57879) - B.999999 -SIM(x - 1.57879)
-18
| 14 B.999999 -SIN(x + 1.57879) - B.999999-SIN(x - 1.57879) |

Wer kennt 1,570797? Wozu ist sin(x + 7/2) dquivalent?
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Jetzt kommt das Ergebnis noch deutlicher heraus!

#63: Trigonometry := Expand

sy
[ Bx (£ (x@B+8x)—f (xB) ) Bx "
8 -9
18 B.999999 -COS(x) - 4.99999-1@ -SIN(x)
#64: -9 -18
10 8.999999 -COS(x) - 4.99999-10  -SIN(x)
-10 ~ -11
| 10 0.999999 -COS{x) - 4.99999-18  -SIN(x)

‘ (F (xB)—F (xB-0Bx)) 0x |

-9
B.22999%-COS(x) + 4.99999-18 -SIN(x)

B.999999 -COS(x) + 4.99999-18 “SIN(x)

-11
B.999999 -CO8{x) + 4.99999-18 “STN{x) |

Man verwendet hier sehr sinnvoll ein Grundprinzip der numerischen und angewandten Mathematik,

nédmlich zu kleine ,Anhéngsel“ ganz einfach wegzulassen, um zu einem brauchbaren Ergebnis zu
gelangen.

Hier werden doch einige mathematische Kenntnisse verlangt, die iiber das Manipulieren mit Doppel-
briichen und Additionstheorem hinausgehen. AuBierdem macht es Sinn, zu erkennen, dass nicht fiir alle
Funktionstypen so einfach der Differentialquotient , bestimmt* werden kann.

. . . . . . 1 Z -
Ein letztes kleines Beispiel zur Vorbereitung auf die Ket-  [* 010t Setup|col 1 He nder- les1cfutin[shat]
. 3x DATA {xD-ax FixO-ox)rs, of rs.afZaX|
tenregel mit flx) = ™, S cé c? c8
1 [t-.0039.[, 956350.].011765.]3. 01764,
2 [x=.0013.].594155.[. 00587713, 00280, .
3 [t=.0005.].957075.]. 002924,
4
5
6
7
Br3c8=3.004398825881 6%~ (3%t )
MO moam o Fme

Es soll nochmals klar ausgesprochen werden, dass mit dieser Vorgangsweise keineswegs die strengen
mathematischen Herleitungen umgangen werden sollen. Aber Untersuchungen wie diese helfen doch

weitgehend, dann die abstrakten Uberlegungen durch sehr konkrete Erfahrungen verstindlicher zu
machen.

Dabei kann die Reihenfolge des Vorgehens durchaus unterschiedlich sein. Ich habe gute Erfahrungen
in beiden Richtungen: numerisch-graphisch beginnen und dann analytisch exaktifizieren, aber es 1Bt
sich auch gut analytisch beginnen und numerisch-graphisch begleitet, analytisch fortsetzen. Man kann
auch zuerst analytisch durcharbeiten und dann auf der anderen Ebene die Inhalte verdeutlichen und
vertiefen. Wie fast iiberall in der Schulmathematik liegt auch hier der Erfolg im geschickten Wechsel
der Darstellungsformen, der der jeweiligen unterrichtlichen Situation angepasst werden muss.

Wenn wir nun den symbolischen Taschenrechner, DERIVE oder irgend ein anderes CAS einsetzen
konnen, dann 148t sich ohne allzuviel Aufwand ein weiteres Ziel anstreben, das man ohne diese Hilfs-
mittel wohl nur schwer in der Sekundarstufe I erreichen kann. (Natiirlich, Rezepte lassen sich immer
angeben, aber ob das wohl das Richtige ist?)




- 16 -

. .. . —__——————__:'E—
7 Die Kriimmung in der Datentabelle [f:@rzgzom]T;;ce]Re;;aph]Mf;thlnf,ﬁaw]? 5

Es ist sicher eine Herausforderung, noch einen Schritt weiter @

zu gehen, und auch das Kriimmungsverhalten eines Graphen

auf diese Art und Weise zu untersuchen. Man beginnt mit /

einer Variante des klassischen Zugangs, der ja zwei benach-

barte Kurvennormale zusammenriicken 148t, und dabei beo- [FEE RAD AP PROX FUNC

bachtet, ob es eine Grenzlage des Schnittpunkts dieser beiden Geraden gibt. Da uns aber die Differen-
tialrechnung noch immer nicht zur Verfligung steht, konnen wir auch keine sichere Aussage iiber die
Kurvennormale machen.

Wir wollen die Ax — Anndherung und das bereits aufgebaute Datenblatt weiterverwenden. Unsere
Aufgabe soll also darin bestehen, den Kriimmungskreis an den Stellen x, = 0, x, = 1, und spater viel-
leicht wieder ganz allgemein fiir x, = ¢ finden.

Dazu Zweck fixieren wir drei Punkte am Graphen (xo-Ax, f{xo-Ax)), (xo,{xo)) und (xo+Ax, flxot+Ax)) und
suchen den Umkreis des entstehenden Dreiecks. In der obigen Abbildung ist x, = 0. Wenn nun Ax
gegen O geht, dann hat der Kreis immer noch drei Punkte mit der Kurve gemeinsam. Der | letzte®
dieser Kreise ist dann der gesuchte »Krimmungskreis®,

Wir stellen die Fragen: Wo liegt der Mittelpunkt dieses Kreises? Wie grof} ist sein Radius?

Der Mittelpunkt ist als Umkreismittelpunkt die Grehzlage des Schnittpunktes von zwei Streckensym-
metralen. Damit erweitern wir wieder unser Datenblatt. Nun niitzen wir aber die spower® eines Com-
puter Algebra Systems und definieren zuerst eine Funktion pbi (x8, h, x) fiir die Streckensymmetrale
(= perpendicular bisector) zwischen den beiden Punkten [(x0,fTx0)), (xoth, fixg+h))] und wir suchen die
x-Koordinate des Schnittpunkts von pbi (x@,h,x) mit pbi(x@, -h,x). Das Resultat speichern wir
als xco(x@, h). Die Abbildung zeigt die beiden Streckensymmetralen (A ist dquivalent zu Ax).

Schilerauftrag:
Wie lautet die Gleichung fiir die Streckensymmetrale zwischen zwei Punkten (X1, y1) und (x5, y5)?

Forme die Gleichung so um, dass die allgemeinen Ausdriicke von oben verwendet werden und liber-
priife die Formel mit zumindest zwei Punktepaaren.

Berechne den Schnittpunkt der Streckensymmetralen fiir x, = 0 und h = 1, bzw, h = -1 und dann noch
fiir xo =5 und h = 0,5, bzw. h = -0,5.

Y TG TR A PR “h/(f h)- -
e TN S IR P L A

FLOTS
Plot {ile O xeiwmez

JL_,I,-_;'L 3-4><2 zeros(pbi(x@,h,x)-pbi(x@,-h,x), x)[1]
vy2=pbi(d, 2, x)

Ye3Ipbil0, 72,0 ans(1) > xco(x@,h)

ge= -X"3/8+3%x722/4 > f(x)

HMAIN RAU_APPROK FUNC

Diese drei Funktionen fithren zur graphischen Darstellung am Beginn des Abschnitts.

Dann wechseln wir wieder in den Data/Matri x Editor und fiigen zwei weitere Spalten ¢ 12 und
€13 an, in denen wir hoffentlich die Koordinaten der Mittelpunkte unserer Kreisfolge verfolgen kén-
nen.
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ey T hy oy yy ImHeader von Spalte c12 steht nun
v 2lP 1ot Setup|CellHenter|Calclutil [stat) p ,
BATA |15, of ] expan.]xC0 gcg r‘Tsius cl2=xco(cl[1],c?2) unddaneben ist

cli cii cl2 cl c .
T |-.406 [-.406 [.018 [.761 [.761 cl3=pbi(cl[1],c2,cl2). ‘
2 [LIsST.1951.005 1650 1.6% .
3 [F.096 [-.096 [.001 |.675 |.673 . . Lo
4 [-.B47 |-, 047 [3.2e-4].668 _|.668 In c14 werden die Radien der entstehenden Kreise ausge-
5 [F.024 |-.024 [S.1e5|.667 |.667 . ) .
6 [0i2 o017 [2.0e-5].667 [ 667 geben. Das sind jeweils die Abstinde vom Mittelpunkt zu
7 [-.095 [-.006 [5.1c6[.667 . ,
Br7ci4- G6LERILEA9084¢E einem der Kurvenpunkte. Alle Werte in den Spalten c12,
MAIN RAD APFROY FUNC

€13 und c14 scheinen sich bei (0, 2/3, 2/3) ,,zu treffen*!.
Tabelle firxo=0(c1[1] = 0)

[ﬁw‘ F2 T 3 T 4 T FS T rs,vT F? ]
v f&—=IPlot Setup|Cell|Header|Calcl|étil|{Stat
OATA 15, of . jexpan..[xCO yCco radius
ci@ cll ci2 ci3 cid
S -1.840}-1,840]|1.2374]1,1173|4. 2648
6 -1.857]-1.857{1.2371{1.1179/4. 2648
7 -1.866[-1.866]1.2370[1.1180/4. 2648
8 -1.871]-1.871]1.2370[1.1130[4. 2648
9 -1.873]-1.87311.,2370[1.1181[4. 2648
10 [-1.874[-1.874|1.2370]1.1180(4.2648] / \
i1 -
Briici4= -
MAIN FAD APFROR FUNC MAIN RAD_APPROY FUNC

Tabelle fiir xo =5 (mit c1[1] = 5) und der zugehérige Graph mit den approximierenden Kreisen.

Schiilerauftrag:

Wo diirfte der Krimmungsmittelpunkt fiir den Scheitel einer quadratischen Parabel liegen?

Bestimme die Krimmungskreise in den Scheiteln einer Ellipse. Suche die entsprechenden Formeln in

geeigneten Unterlagen und vergleiche die Ergebnisse. Wie kann man die Kriimmungsmittelpunkte in
den Scheiteln einer Ellipse konstruieren?

Beatnworte die obigen Fragen auch fiir die reelen Scheitel einer Hyperbel.

8 Noch eine Verallgemeinerung

Fir die Verallgemeinerung ist es ratsam, die Tabelle auf dem 77 auf das Notwendigste zu reduzieren,
da sonst Speicherprobleme auftreten kénnen. D .h., man wird ein neues Datenblatt eréffnen, in dem nur
4 Spalten vorzukommen brauchen. Die Rechnung wird beschleunigt, indem man die »rolge® so kon-
zipiert, dass nur ihre letzten Elemente oder iiberhaupt nur das letzte Element angezeigt wird.

[F_ T FZ T 3 T ™ T Fs T Fev T F7 [fi T Te T r;v"T - T T“‘_v_T—]
via Plot. Setup|Cell[Header|Calc|Util Statl - @ FllgeBr‘a Calc D{Il"mer* Pr*ngmIU Clerasn Up
DATA 1) ax xC0 yCo R 49;9

cl c3 c4 —_D.8772 _ 9%.4 O 1z . ¢4 —
T [t 17100 [ -(27000.] 207597, T-2.0000  -07B3 1T +.7031-t7 - 1. 9680
z " expan d[ -20799760001 _ _ 2000000t 5 -
4 4800006008 (t - 2) v
5 _4.3333 3 42
b T=%. oo — 512547 +1.8750-¢ L7500
7 ® DrawParm xt,yt, -10,10,.1 Done
c2=seq{i/n*2.n.10,.10) drawparm xt vt -10.10, .1] ]
MRAIN RAD EAACT FUNC MAIN KAD ERALT FUNC 7730

odersetze c2[1] = 1/10000 .....

(Ein Tipp: Bei mehrmaligem Wechsel zwischen Data/Matrix Editor und Home Screen sollte man

besser iiber [¢] [FJAuto Calculation Off schalten, da sonst immer wieder zeitaufwendig neu
gerechnet wird).

Was haben wir nun erreicht? In den letzten Zellen der Spalten fiir xco und y co ergeben sich allge-
meine Ausdriicke, in denen die Koordinaten der Kreismittelpunkte in Abhingigkeit von der gewihlten
Stelle 7 beschrieben werden. Das ist der klassische Fall fir die Parameterdarstellung einer Kurve.




- 18 -

Die Zellinhalte werden in den Home Screen kopiert und unter Variablennamen, zB. xt und yt ge-

speichert. Mit der DrawParm — Anweisung und geeigneten Argumenten erreicht man sofort die gra-
phische Darstellung dieser Kurve.

S

Damit haben wir die Ortslinie der Kriimmungskreismittelpunkte zumindest ndherungsweise gefunden.
Diese Kurve nennt man ,,Evolute®,

[ﬁ ((Fev Y F3 4 FSv Y FG¥ [F7
Al a Zo‘om Trace|Regraph|MathiDray|v

Schulerauftrag:

'| Untersuche das Verhalten dieser Kurve an der Stelle
t = 2. Warum gibt’s hier Schwierigkeiten?

N

MAIN RAD APPROYK FUNC

Es sollte eine Herausforderung fiir die Schiiler sein, die Polstelle v g ks b sy
Al e ALY LTSI Y R L SN LAl
dieser Kurve zu untersuchen und dann die offensichtlich bestehende [™# [pbi

. . cb c7
schiefe Asymptote zu finden. Auch ohne schon vorher einen , Wen- 2 Eé-:a g—.gg;*x
. . . D I3 x|
depunkt” erwéhnt zu haben kann man ihnen die Chance geben, ei- z 3-53 g—.eg;*x
: T 3. 333—. 667%kx
nen Kurvenpunkt ohne Kriimmung eigenstindig zu erkennen — und ? 3. 3%3—. 667X
0 [5.333-.667#x

damit die Tatsache, dass die gesuchte Asymptote die Normale auf |11

die Tangente in diesem Punkt sein muss. m&ﬁ:

RAD AUTO FUNC

Und hier endet auch der erste Teil unserer Reise. Wir haben mit der Untersuchung von Unstetigkeits-
stellen begonnen. unter ihnen eine ,,Polstelle* entdeckt und wir schlieBen hier mit der Entdeckung

einer anderen Polstelle. Ich glaube, dass wir eine interessante Reise in das Reich der Analysis unter-
nommen haben.

Unser letztes Ziel haben wir allerdings noch nicht erreicht. Jetzt kénnte man ansetzen, um mit Grenz-
wertiiberlegungen alle unsere numerischen und graphischen Erkenntnisse zu exaktifizieren und damit
erst richtig zu begiinden und zu bestitigen.

Schiileraufgaben:

Bestimme die Evoluten von bekannten Kurven wie Parabel, Ellipse, Winkelfunktionen, Exponential-
funktion,....?

Ein groeres Projekt ist:

Nimm an, dass die gegebene Funktion in Parameterdarstellung vorliegt. p(t) = [x(t), y(t)]. Bestimme
nun die Evolute dieser Kurve. Starte mit p(t) = [t, -t'/8 + 3t'/4] um die Vorgangsweise zu bestatigen.

Suche beriihmte Kurven der Mathematik und suche deren Evoluten (Zykloide, Cissoide, ....)
Beginne mit einer Parabel und bestimme deren Evolute der Evolute.

Arbeite wieder mit verschiedenen Folgen, auch mit der Zufallsfolge.

Dieser Teil wurde nun durchgéngig mit dem 77 bearbeitet. Im folgenden sollen einige Bildschirmaus-
schnitte zeigen, wie einfach es ist, seine Ideen von einer Plattform auf die andere zu Ubertragen. Natiir-
lich bietet der Schirm eines PC zusammen mit einer farbigen Darstellung noch eindrucksvollere Er-
gebnisse.




And subsequently a sequence of circles passing the point triples.

2 2 2
#95: UECTOR{(x-xn) +{y-yn) =|[xn.yn}| .n.1,5)

Yy
o

TABLE( [xn, yn)], n, 5, 25, 5)
5 8.808325 0.681
14 ©.008828 0.67
15 0.8088369 ©.668
20 B.089208 0.667
25 0.909133 0.667 -1.5

Zuerst zeigen wir eine Folge von Kreisen, die sich fiir die Stelle x, in eine Grenzlage zusammenzie-
hen. Die Tabelle kommt sicherlich bekannt vor. Unten wird die Stelle x, = 5 angesprochen.

Which is the circle of curvature for xO = 5.

#186: UECTOR( [x@n(S,.5n),yn(S,@.Sn).PBn(S,B.Sn)].n.8,1B)
1.23 1.11 4.26

#1087: 1.23 1.11 4.26
1.23 1.11 4.26

2 2 2
#188: (x—1.23) +(y-1.11) =4.26

;

[\
/ 8 7

e
«
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2 3 4

~..n

Und dann noch die omindse Stelle xp = 2, an der die schon betrachteten Probleme auftreten.
Now for x0 = 2:

n n n
#109: UECTOR([xBn(Z.B.S ),y8n(2,8.5 ).r8n(2.8.5 )].n.ﬂ,lﬁ)

Surprisingly problems are occuring ?77? We leave this question open for the moment and proceed to a general place t:




- :)0_

Man erkennt, dass benachbarte pb is fast parallel sind. Die ,,allerletzte” Streckensymmetrale wird die
Richtung zum unendlich fernen Punkt zeigen.

One can recognize that neighbouring pbis are parallel. The “very last” pbi will have the direction to a point in iﬁfrﬁity:

1
EXPAND |UECTOR| |pbi|2,——||.n.10.56,18
#125: 2
n

° 3.34-0.666 -x ]
3.33-8.666 -x
#126: 3.33-0.666 -x
3.33-0.666 -x
[ 3.33-0.666 -x |

The result is very clear: y = (10 - 2x)/3

18-2 -x
#127:
K]

Die Schar der gezeichnetenKreisradi-
en ergibt ein hiilbsches Muster und
148t deutlich erkennen, dass die Evo-
lute die Einhiillende der Kurvennor-
malen darstellt.

Schileraufgaben:

Erzeuge solche Fadengrafiken nach
eigenen Vorstellungen, indem Du
passende Grundfunktionen suchst.
Auch stiickweise definierte Funktio-
nen eignen sich gut dazu.

Zum Abschluss stellen wir in einer Grafik den Graphen der Funktion, des Kriimmungsradius und des-
sen Kehrwert, der Kriimmung, in Abhéngigkeit von der Stelle x dar. Die gegenseitigen Abhéngigkei-
ten kénnen hier sehr deutlich erkannt werden.

der Krimmungsradius

die Funktion

die Krimmung




9 AbschlieBende Bemerkungen

Ich habe die — fiir mich iiberraschende - Erfahrung gemacht, dass die Schiilerinnen und Schiiler gerne
diesen sehr innermathematischen Gedanken und Uberlegungen folgen. Irgendwie fithlen sie die Aben-
teuer in ihren Kopfen und werden ein wenig vom Geist der Mathmetik inspiriert. '

Ich méchte mich besonders bei David Bowers bedanken, der in seinem fabelhaften Workshop in San
Francisco auf die vielen pidagogischen und diaktischen Moglichkeiten des Data/Matrix Editors

-

hingewiesen hat.

AuBerdem bin ich einigen Teilnehmemn an der 1. T * _ Winterakademie (1.-6. Jinner 2001,
Spital/Pyhm, Osterreich) zu groBem Dank verpflichtet. Sie zeigten die Idee der ,absoluten Adressie-
rung® einer Zelle im Data/Matrix Editor (K.-H. Keunecke, Detlev Kirmse and Manfred Grote).
Dariiber hinaus extra noch meinem Freund K.-H. Keunecke, da mich gerade sein fiir die ICTMT Kla-
genfurt bestimmter Vortrag inspiriert hat, meine urspriinglichen Untersuchungen auf die Krimmung
auszuweiten.

Ich widme dieses Papier unserem Detlev Kirmse und seiner Familie. Detlev hat unmittelbar nach
Heimkunft von der Winterakademie einen Schlaganfall erlitten. Alle Freunde und Kollegen wiinschen
ihm eine baldige vollige Genesung und wir freuen uns auf viele weitere gemeinsame Stunden.

Mit diesem mathematischen Inhalt verbinde ich aulerdem schéne Erinnerungen an Jim Schultz (Uni-
versity of Ohio). Wiahrend seines Besuches in St. Pélten war er Zeuge meines ersten Versuches, dieses
mathematische Stoffgebiet so an die Schiiler heranzutragen. Am darauffolgenden Abend hatten wir ein
langes Gespriach — bei einem Wiener Heurigen, versteht sich — iiber die Schiilerreaktionen und die
Vorziige einer graphisch-numerischen Vorbereitung der Grundlagen, auf denen spiter strenge Analy-
tik und Exaktifizierung aufbauen konnen und sollen. Und schlieflich muss ich mich auch bei den
Schiilern der 4. Jahrginge der BHAK St.Pélten im Schuljahr 2000/2001 dafiir bedanken, dass sie so
willig den Spuren ihres neugierigen Lehrers gefolgt sind.
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Die diesbeziigliche DERIVE 5 Datei kann beim Autor auf Anfrage erhalten werden. Auch sonstige
Anfragen, Anregungen und Kritik werden gerne entgegengenommen.

{11 K.-H. Keunecke, Curvature as a Limit, DERIVE Newsletter #41, 2001
(2] Josef Béhm, From Pole to Pole on the Data-Editor, DERIVE Newsletter #41, 2001
[3] David Bowers, The Best of Two Worlds, Lecture on the ICTCM12, San Francisco




